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یتوابع هذلولومشتق و انتگرال  انتگرال های نامعین و  

 

{
 

 𝑛 ≠ −1 ∫𝑢𝑛𝑑𝑢 =
1

𝑛 + 1
𝑢𝑛+1 + 𝑐

𝑛 = −1 ∫
𝑑𝑢

𝑢
= ln|𝑢| + 𝑐              

 

:1مثال   

 زیر را حل کنید. انتگرال

∫cot  𝑎𝑥 𝑑𝑥 

 حل:

= ∫
cos 𝑎𝑥

sin 𝑎𝑥
𝑑𝑥 =

1

𝑎
∫
𝑑(sin 𝑎𝑥)

sin 𝑎𝑥
=
1

𝑎
ln|sin 𝑎𝑥| + 𝑐 

 

:2مثال   

 انتگرال زیر را حل کنید.

∫𝑠𝑖𝑛3𝑥 𝑑𝑥 

 حل:

∫sin  𝑥(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥)𝑑𝑥 = ∫sin 𝑥 𝑑𝑥 − ∫𝑐𝑜𝑠2𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 = 

−∫𝑑(cos 𝑥) + ∫𝑐𝑜𝑠 2𝑥 𝑑(cos 𝑥) = − cos𝑥 +
1

3
𝑐𝑜𝑠3𝑥 + 𝑐 

→ ∫𝑠𝑖𝑛2𝑛+1 𝑑𝑥 = ∫sin 𝑥(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥)𝑛𝑑𝑥 

 

https://www.iranmodares.com/article-index.php?ID=5566
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 تمرین:

 تمرین های زیر را حل کنید.

1 − ∫𝑠𝑒𝑐43𝑥 𝑡𝑔3𝑥 𝑑𝑥 

2 − ∫𝑠𝑒𝑐43𝑥 𝑑𝑥 

3 − ∫𝑐𝑜𝑠32𝑥 𝑑𝑥 

4 − ∫
𝑑𝑥

𝑥𝑙𝑛3𝑥
 

 

 توابع هذلولوی

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 ∫𝒔𝒊𝒏 𝒉 𝒖𝒅𝒖 = 𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒖 + 𝒄

∫𝒄𝒐𝒔𝒉 𝒖 𝒅𝒖 = 𝒔𝒊𝒏𝒉 𝒖 + 𝒄

∫𝒔𝒆𝒄𝒉𝟐𝒖 𝒅𝒖 = 𝒓 𝒈𝒉𝒖 + 𝒄 

                  

∫ 𝒄 𝒔𝒄𝒉𝟐𝒖 𝒅𝒖 = −𝒄𝒐𝒕𝒉 𝒖 + 𝒄             

∫ 𝒕𝒈𝒉 𝒖 𝒔𝒆𝒄𝒉 𝒖 𝒅𝒖 = −𝒔𝒆𝒄𝒉 𝒖 + 𝒄

∫𝒄𝒐𝒕𝒈𝒉 𝒖 𝒄𝒔𝒄𝒉𝒖 𝒅𝒖 = −𝒄𝒔𝒄𝒉 𝒖 + 𝒄

 

 

 

→ sin ℎ(𝑥 + 𝑦) = sin ℎ 𝑥 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑔 + cosh 𝑥 sin ℎ𝑦 

→ cos ℎ(𝑥 + 𝑦) = cosh 𝑥 cos ℎ𝑦 + sin ℎ𝑥 + sin ℎ𝑦 
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→ sin ℎ2𝑥 = 2 sin ℎ𝑥 cos ℎ𝑥 

→ cos ℎ2𝑥 = 𝑐𝑜𝑠ℎ
2𝑥 + sin ℎ2 𝑥 = 2 cos ℎ2 𝑥 − 1 = 1 + 2 sin ℎ2    

∗
 

بدست آمدند.  𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥 − sin ℎ2 𝑥 =  معادلات * با استفاده از  1

 

 مثال:

𝑦 = 𝑎 cosℎ
𝑥

𝑎
W,H)𝑎مقادیر ثابت هستند(نشان دهید که: =

𝐻

𝑤
 در صورتی که 

صدق می کند. 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑤

𝐻
√1 + (

𝑑𝑦

𝑥
 در معادله 2(

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑎 ×

1

𝑎
sin

𝑥

𝑎
مشتق می گیریم. حل: از تابع               

:طرف اول
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

1

𝑎
cos ℎ 

𝑥

𝑎
 

:طرف دوم
𝑤

𝐻
= √1 + (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)2 =

1

𝑎
cosℎ

𝑥

𝑎
=

1

𝑎
√1 + sin ℎ2

𝑥

𝑎
=

1

𝑎
cos ℎ2 𝑥 

 برای مشاهده معلم های ریاضی خانم و آقا کلیک کنید: تدریس خصوصی ریاضی

 

:1تمرین  

 در توابع زیر مطلوب است مشتق توابع:

1 − 𝑦 = cos ℎ2  5𝑥 

2 − 𝑦 = sec ℎ3 𝑥 

3 − 𝑦 = 4 cos ℎ (
𝑥

4
) 

 

 

https://teaching.iranmodares.com/teaching-index.php?metaword=%D8%B1%DB%8C%D8%A7%D8%B6%DB%8C
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:2تمرین   

 انتگرال های زیر را محاسبه کنید.

1 − ∫cos ℎ (2𝑥 + 1)𝑑𝑥 

2 − ∫
4 𝑑𝑥

(𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)2
 

3 − ∫cos ℎ2 3𝑥 𝑑𝑥 

 انتگرال های اصم:

∫
𝑑𝑢

√𝑎2 − 𝑢2
تغییر متغییر                            {

𝑢 = 𝑎 𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑑𝑢 = 𝑎 cos 𝜃 𝑑𝜃

 

= ∫
𝑎 cos 𝜃 𝑑𝜃

√𝑎2 − 𝑎2𝑠𝑖𝑛2𝜃
= ±∫𝑑𝜃 = ±𝜃 + 𝑐              , 𝜃 = 𝑠𝑖𝑛−1

𝑢

𝑎
 

مثبت است.  Cos x منها را حذف  می کنیم چون در تابع معکوس 

= θ + 𝑐 = 𝑠𝑖𝑛−1
𝑢

𝑎
+ 𝑐 

→ ∫
𝑑𝑢

√𝑎2 − 𝑢2
= 𝑠𝑖𝑛−1

𝑢

𝑎
+ 𝑐 

∫
𝑢

√𝑎2 − 𝑢2
} تغییر متغییر                    

𝑢 = 𝑎 𝑡𝑔𝜃

𝑑𝑢 = 𝑎 𝑠𝑒𝑐2𝜃 𝑑𝜃
 

= ∫
𝑎 𝑠𝑒𝑐2𝜃 𝑑𝜃

𝑎√1 + 𝑡𝑔2𝜃
            , 𝜃 = 𝑡𝑔−1

𝑢

𝑎
 

= ±∫
𝑠𝑒𝑐2

sec 𝜃
𝑑𝜃 = ±∫𝑠𝑒𝑐𝜃 𝑑𝜃 = ± ln|sec 𝜃 + 𝑡𝑔𝜃 +|       ∗ 
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منها در نظر گرفته : مابین  𝑡𝑔2𝜃 =
𝑢2

𝑎2
→ 1+

𝑢2

𝑎2
= 𝑠𝑒𝑐2𝜃 → sec 𝜃 = ±

√𝑎2+𝑢2

𝑎
 

مثبت  Cos نمی شود چون در ربع اول و چهارم که تابع معکوس تعریف می شود 

 است..

∗ 𝐿𝑛 |
√𝑎2 + 𝑢2

𝑎
+
𝑢

𝑎
| + 𝑐 = ln |𝑢 + √𝑎2 + 𝑥2| − 𝐿𝑛 𝑎 + 𝑐

= 𝐿𝑛 |𝑢 + √𝑎2 + 𝑥2| + 𝑐 

→ ∫
𝑑𝑢

√𝑎2 + 𝑥2
= 𝐿𝑛 |√𝑎2 + 𝑥2 + 𝑢| + 𝑐 

 

∫
𝑑𝑢

√𝑎2 − 𝑥2
= 𝐿𝑛 |𝑢 + √𝑢2 − 𝑎2| + 𝑐 

∫
𝑑𝑢

𝑢2 − 𝑎2
=
1

2𝑎
𝐿𝑛 |

𝑢 − 𝑎

𝑢 + 𝑎
| + 𝑐 

 تمرین:

ا حل کنید:انتگرال های زیر ر  

1 − ∫
𝑥 𝑑𝑥 

√𝑎2 − 𝑥2
 

2 − ∫sec 2𝑡 𝑑𝑡 

3 − ∫
𝑥 𝑑𝑥

4 + 𝑥2

2

0

 

 مشتقات توابع هذلولوی

1 − (sinℎ 𝑢)′ = 𝑢′ cosh 𝑢 

2 − (cos ℎ 𝑢)′ = 𝑢′ sin ℎ 𝑢 
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3 − (𝑡𝑔 ℎ 𝑢)′ = 𝑢′  sec ℎ2 𝑢 

4 − (cot 𝑔 ℎ 𝑢)′ = −𝑢′ 𝑐𝑠𝑐ℎ 2𝑢 

5 − (sec ℎ 𝑢)′ = −𝑡𝑔 ℎ 𝑢 𝑠𝑒𝑐ℎ𝑢 × 𝑢′ 

6 − (𝑐 sech𝑢)′ = −cot𝑔 ℎ𝑢 csch𝑢 × 𝑢′ 

 انتگرالات توابع هذلولوی

1 − ∫sin ℎ 𝑢 𝑑𝑢 = cos ℎ 𝑢 + 𝑐 

2 − ∫cos ℎ 𝑢 𝑑𝑢 = sin ℎ 𝑢 + 𝑐 

3 − ∫𝑠𝑒𝑐ℎ2𝑢 𝑑𝑢 = 𝑡𝑔 ℎ 𝑢 + 𝑐 

4 − ∫𝑐 𝑠𝑐ℎ2𝑢 𝑑𝑢 = −cot 𝑔ℎ 𝑢 + 𝑐 

5 − ∫𝑡𝑔ℎ 𝑢 sech 𝑢 𝑑𝑢 = −𝑠𝑒𝑐ℎ𝑢 + 𝑐 

6 − ∫cot𝑔 ℎ𝑢 csc ℎ𝑢 𝑑𝑢 = −csc ℎ𝑢 + 𝑐 

 یک فرمول مهم:

cosh 2𝑥 = 𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥 + sin ℎ2 𝑥 = 2 cos ℎ2𝑥 − 1 = 1 + 2𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥 

با استفاده از این فرمول داریم:   

2𝑐𝑜𝑠 ℎ2𝑥 − 1 = 1 + 2 sin ℎ2𝑥 

cos ℎ2 𝑥 −
1

2
=
1

2
+ sin ℎ2𝑥 

→ sin ℎ2𝑥 = cos ℎ2 − 1 
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:مشتقات توابع معکوس هذلولوی  

1 − (sinℎ−1  𝑢)′ =
1

√1 + 𝑢2
 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

2 − (cosℎ−1 𝑢)′ =
1

√𝑢2 − 1

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

3 − (𝑡𝑔 ℎ−1)′ =
1

1 − 𝑢2
𝑑𝑢

𝑑𝑥
        

4 − (cot 𝑔ℎ−1𝑢)′ =
1

1 − 𝑢2
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

5 − (sec ℎ−1  𝑢)′ =
−1

√1 − 𝑢2. 𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

6 − (𝑐𝑠𝑐ℎ−1 𝑢)′ =
−1

|𝑢|√1 + 𝑢2

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 

.∫
𝑑𝑥

√2𝑥−𝑥2   
 مثال:مطلوب است انتگرال

 حل:

2𝑥 − 𝑥2 = −(𝑥2 − 2𝑥) = −{(𝑥 − 1)2 − 1} = 1 − (𝑥 − 1)2 

→ ∫
𝑑𝑥

√2𝑥 − 𝑥2
= ∫

𝑑𝑥

√1 − (𝑥 − 1)2
= 𝑠𝑖𝑛−1(𝑥 − 1) + 𝑐 
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