
فوريه و تبديل سري، انتگرال : فصل دوم
فهرست مطالب 
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فوريهانتگرال • 
انتگرال فوريه  قضيه همگرايي • 
نوسي  انتگرالهاي فوريه سينوسي و كسي• 
انتگرال فوريه مختلط • 
تبديل فوريه و معكوس آن • 
تبديل فوريه مشتق • 
وريه  تبديلات سينوسي و كسينوسي ف• 
وريه  سينوسي و كسينوسي فتبديلات • 

مشتق 



Fourier Seriesفوريه سري 

تعريف سري فوريه  • 
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)1(توابع متعامد 
هستند اگر  متعامد ]a,b[در بازه  2fو  1fدو تابع • 

اثبات تساوي فوق •
يادآوري برخي از روابط مثلثاتي   --
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)2(توابع متعامد 
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)3(توابع متعامد 
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)1(ضرايب اويلر سري فوريه 
، طرفين سري فوريه در maبراي يافتن ضرايب اويلر، بعنوان مثال ضريب دلخواه • 

ݏ݋ܿ ௠గ
௅
... ,m=0, 1, 2. انتگرال گيري مي شود [L,L-]ضرب و سپس در بازه  ݔ
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)2(ضرايب اويلر سري فوريه 
:  اب مي كنيمبنابراين ابتدا انتگرالها را حس .هستندانتگرال و سيگما قابل تعويض • 

توابع متعامد  

݊݅ݏسري فوريه را در  mbبه طريق مشابه براي يافتن ضرايب •  ௠గ
௅
ضرب نموده  ݔ

…,m=1, 2, 3. انتگرال گيري مي شود [L,L-]و سپس در بازه 
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)3(ضرايب اويلر سري فوريه 
با توجه به مباحث قبل، براي ضرايب اويلر خواهيم داشت 
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سري فوريه تابع زوج
باشد  زوج [L,L-]در بازه  fاگر تابع • 
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   
0

1 2cos x.dx cos x.dx
L L

n L

n na f x f x
L L L L

 


  
حاصلضرب تابع زوج و فرد، يك  

  لذا انتگرال آن در. تابع زوج است
، دو برابر آن در  [L,L-]بازه متقارن 

است   [L,0]فاصله 

  0

1
cos

2 n
n

a nf x a x
L




  سري فوريه كسينوسي

 0 0

2 .dx
L

a f x
L

 



فرد  سري فوريه تابع 
باشد  فرد [L,L-]در بازه  f تابعاگر • 
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يك مثال پايه از سري فوريه 
بدست آوريد   T=2πبا  سري فوريه تابع روبرو را

بنابراين . تابع فرد است: حل --
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ادامه مثال  
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نحوه تقريب تابع با استفاده از سري فوريه 

12

f(x)تابع تعريف شده با ضابطه 

با افزايش جمله هاي سري، 
تقريب دقيقتر خواهد شد



سري فوريه در بازه نامتقارن  
ߙدر بازه  f (x)اگر  ൏ ݔ ൏ ߙ ൅ دوره تناوب آن  T=2L وتعريف شده باشد  ܮ2

باشد 
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سري فوريه در بازه نامتقارن  -مثال
݂سري فوريه تابع  ݔ ൌ ;ݔ 0 ൏ ݔ ൏ بدست آوريد  T=2πرا با  ߨ2

:  حل

Dr. Zolfaghari,   zolfaghari@nit.ac.ir 14

   
2

2 2
TL

 




  
         

2
2

2 20
0

1 1 1 1 1xcos xdx sin cos . 1 1 0; 0n
xa n nx nx n
n n n

انتگرال جزء به جزء

ݔ ݔ݊ݏ݋ܿ
1 1

݊ ݔ݊݊݅ݏ

0 െ
1
݊ଶ ݔ݊ݏ݋ܿ

+

-




 
  

    
2

2 2 2
0 0

0

1 1 1dx 4 2
2 2

a x x



ادامه مثال  
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سينوسيكسينوسي و بسطهاي نيم دامنه 
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ݕتابع  • ൌ ݂ 0را در بازه  ݔ ൏ ݔ ൏ مي خواهيم سري فوريه  . در نظر بگيريد ܮ
اين تابع كه متناوب نيست را بدست آوريم  

يادآوري مي شود كه سري فوريه براي توابع متناوب بكار مي رود• 
.  كرد مي توان تابع را بصورت زوج و يا فرد گسترش داد و بصورت متناوب فرض• 

سري فوريه را مي توان براي اين تابع متناوب بدست آورد 
0در محدوده •  ൏ ݔ ൏ سري فوريه مربوطه قابل دست يابي است   ܮ
به دست   از گسترش زوج و فرد به ترتيب سريهاي فوريه كسينوسي و سينوسي• 

مي آيد 



سري فوريه كسينوسي 
݂تابع  -- گسترش مي دهيم   زوجرا بصورت  ݔ
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سري فوريه سينوسي 
݂تابع  -- مي دهيم گسترش  فردرا بصورت  ݔ
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سريهاي فوريه كسينوي و سينوسي -مثال
ت آوريد دو بسط نيم دامنه كسينوسي و سينوسي تابع دو ضابطه اي زير را به دس

:حل سري فوريه كسينوسي --
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ادامه مثال  
حل سري فوريه سينوسي   --
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تابع پيوسته تكه اي 
:  تعريف تابع پيوسته تكه اي

݂از داخل بازه ها به سمت دو انتهاي بازه ميل كند،  ݔاگر  -- به سمت حدي  ݔ
متناهي ميل مي كند

݂به عبارت ديگر  -- در انتهاي بازه ها داراي حدود چپ و راست متناهي هستند   ݔ
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يك تابع با مشخصات پيوسته تكه اي 



همگرايي سري فوريه 
݂اگر  باشد، آنگاه  T=2Lيك تابع تكه اي پيوسته و متناوب با  [L,-L]در بازه  ݔ

ݔبرابر است با ميانگين حدود چپ و راست تابع در  ݔمقدار سري فوريه در 
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x=Tمقدار تابع در نقطه 
kبرابر است با 

x=Tمقدار سري در نقطه 
2=k/2/(k+0)برابر است با 



اظر  همگرايي سري فوريه و تعيين سري متن-مثال
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S    

 21 cosnxdxna x x


 
 

݂سري فوريه تابع ) الف ݔ ൌ ݔ ൅ ߨെرا در فاصله  ଶݔ ൏ ݔ ൑ با دوره تناوب  ߨ
T=2π با توجه به الف مقدار سري ) ب. بيابيدS زير را بيابيد  :
:حل الف

براي درك بهتر نمودار تابع را رسم مي كنيم

 21 sinnxdxnb x x

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1 dxa x x
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n n
 
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       




ادامه مثال  
:  حل ب

نيم  براي به دست آوردن مقدار سري از قضيه همگرايي سري فوريه استفاده مي ك

ݔيك سري ديگر را با جايگذاري •  ൌ مي توان به دست آورد  0
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رابطه پارسوال 
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رابطه پارسوال براي سري فوريه سينوسي
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كسينوسي رابطه پارسوال براي سري فوريه 
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استفاده از رابطه پارسوال -مثال
݂سري فوريه كسينوسي تابع ) الف ݔ ൌ 0را در بازه  ݔ݊݅ݏ ൏ ݔ ൏ بدست   ߨ

زير را بدست آوريد   Sسپس حاصل سري عددي ) ب. آوريد
: حل الف
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ادامه مثال  
:  بحل 
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مشتق و انتگرال سري فوريه 
݂اگر  :  باشد آنگاه T=2πبا دوره تناوب  [π,π-]يك تابع پيوسته تكه اي در بازه  ݔ
′݂سري فوريه تابع  -- ݂را با مشتق گيري از سري فوريه  ݔ مي توان بدست   ݔ

آورد 
مي توان جمله به جمله از سري فوريه انتگرال گيري نمود  --
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مشتق گيري از سري فوريه -مثال
݂سري فوريه كسينوسي ) الف ݔ ൌ 0را در بازه  ݔ݊݅ݏ ൏ ݔ ൏ )  ب. بيابيد ߨ

݂سپس با مشتق گيري از نتيجه الف سري فوريه  ݔ ൌ را بيابيد  ݔݏ݋ܿ
: حل الف

با مشتق گيري از سري بالا : حل ب
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گيري از سري فوريه انتگرال -مثال
݂سري فوريه  ݔ ൌ ݂را با انتگرال گيري از سري فوريه  ଶݔ ݔ ൌ در بازه       ݔ

െ ߨ ൏ ݔ ൏ بدست آوريد  ݔ
بدون انجام محاسبات سري فوريه سينوسي برابر است با : حل

با انتگرال گيري از سري فوق 
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سري فوريه مختلط  
݂اگر تابع  • ܮെدر بازه  ݔ ൏ ݔ ൏ باشد، آنگاه فرم  T=2Lداراي دوره تناوب  ܮ

:  مختلط سري فوريه آن برابر است با

فرم حقيقي سري فوريه را مي توان از فرم مختلط آن به دست آورد• 

آوري از اعداد مختلط ياد • 
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سري فوريه مختلط   -مثال
݂صورت مختلط سري فوريه  ݔ ൌ ݁ି௫  را در بازهെߨ ൏ ݔ ൏ به دست آوريد   ߨ

:  حل
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Fourier Integralانتگرال فوريه 

݂اگر تابع  ∞െدر بازه  ݔ ൏ ݔ ൏ ׬تعريف شود و انتگرال  ∞ ݂ ݔ ஶݔ݀
ିஶ 

باشد آنگاه انتگرال فوريه تابع وجود داشته و برابر است با  كراندار
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ضرايب اويلر 

:w  عدد غير صحيح است



همگرايي انتگرال فوريه 
: مشابه با همگرايي سري فوريه خواهيم داشت
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انتگرال فوريه -مثال
݂انتگرال فوريه تابع پيوسته تكه اي ) الف زير را بدست آوريد   ݔ
׬سپس مقدار انتگرال ) ب ௦௜௡௫

௫
ஶݔ݀

଴ را با توجه به الف بدست آوريد
ابتدا شرط لازم وجود انتگرال فوريه بررسي مي شود : حل الف

Dr. Zolfaghari,   zolfaghari@nit.ac.ir 37

 
0; 0
1; 0 2
0; 2

x
f x x

x


  
    2

0
2f x dx dx M




    پس داراي انتگرال فوريه است 

    2 2
00

1 1 1 1coswxdx coswxdx sin sin2a w f x wx w
w w   




    

      2 2
00

1 1 1 1sinwxdx sinwxdx cos 1 cos2b w f x wx w
w w   






     

   
0

1 sin2w 1 cos 1 cos2 sin  f x wx w wx dw
w w

      



ادامه مثال  
بر اساس قضيه همگرايي انتگرال فوريه  : حل ب
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انتگرالهاي فوريه كسينوسي و سينوسي 
݂تابع اگر  • ∞െدر بازه  ݔ ൏ ݔ ൏ باشد و شرط لازم انتگرال فوريه   زوج ∞

برقرار باشد 

݂اگر تابع  • ∞െدر بازه  ݔ ൏ ݔ ൏ رار و شرط لازم انتگرال فوريه برقباشد فرد  ∞
باشد 
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انتگرال فوريه سينوسي  -مثال
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انتگرال فوريه تابع روبرو را به دست آوريد 
تابع فرد است  : حل
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انتگرال فوريه در 
ش داد  در اين حالت، همانند سري فوريه مي توان تابع را بصورت زوج يا فرد گستر• 
:زوجبا در نظر گرفتن تابع بصورت • 

:  فردبا در نظر گرفتن تابع بصورت • 
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   
0

cosf x a w wxdw


 
   

0

2 coswxdxa w f x



 

   
0

sinf x b w wxdw


 
   

0

2 sinwxdxb w f x



 

انتگرال فوريه كسينوسي 

انتگرال فوريه سينوسي 



 انتگرال فوريه كسينوسي و سينوسي-مثال
݂ي تابع سانتگرال فوريه كسينوسي و سينو ݔ ൌ ݁ି௫  ݔرا در ൐ بدست آوريد   0

:  انتگرال فوريه كسينوسي حل
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انتگرال جزء به جزء

݁ି௫ ݔݓݏ݋ܿ
െ݁ି௫ 1

ݓ ݔݓ݊݅ݏ

݁ି௫ െ
1
ଶݓ ݔݓݏ݋ܿ

න
െ1
ଶݓ ݔ݀ݔݓݏ݋ܿ

+

-

+

20

1e coswxdx
1

x

w
  



  2
2 1

1
a w

w
 



  20

2 cos  
1

wxf x dw
w






2 200 0
0

sin e 1e coswxdx e cos e coswxdx
x

x x xwx wx
w w w

       

0 21 w
 

0

2 coswxdxxa w e


  



ادامه مثال  
:  حل انتگرال فوريه سينوسي

 از تبديل لاپلاس نيز مي توان براي حل انتگرال استفاده كرد: نكته
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  20

2 2e sinwxdx
1

x wb w
w 

  
 مشابه با قبل، انتگرال جزء به جزء گرفته شود 

  20

2 w.sin  
1

wxf x dw
w






  2 20

20

cos cos

1 1cos
1

st

x

se wtdt wt
s w

s
e wxdx

t x w

 

 

 



   





   2 20

20

sin sin

1
sin

1

st

x

we wtdt wt
s w

s we wxdx
t x w

 

 

 



   






و



انتگرال فوريه مختلط  
بصورت   همانند سري فوريه مختلط، انتگرال فوريه يك تابع حقيقي را نيز مي توان

مختلط نوشت
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    iwxf x c w e dw



 

   1
2

iwxc w f x e dx


 


 



تبديل فوريه و معكوس 
݂همانند تبديل لاپلاس يك تابع  • ݂، تبديل فوريه نيز بر ݔ عمل مي كند  ݔ
:  در اينجا. در تبديل لاپلاس داريم                       • 
:        در اينجا. در تبديل فوريه داريم                         • 
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      1
2

iwxf w f xF f x e dx


 


  

t s

    F f x f w 
    l f t F s

x w

      1 1
2

iwxf x ef w dwF f w








    تبديل فوريه معكوس 

تبديل فوريه



تبديل فوريه -مثال
سپس مقدار انتگرال ) ب. داده شده را بدست آوريد f(x)تبديل فوريه تابع ) الف

׬ ௦௜௡௫
௫
ஶݔ݀

଴  را با توجه به الف محاسبه نماييد
 :حل الف

:  حل ب
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 
1; 1

0; 1

x
f x

x

  
 2 sini w

   
1

1

1
1

1 1 1
2 2 2

2 siniwx
iwx iw iwef w e dx e e

iw w
w

wi  


 





     



  1 2 sin 1 sin
2

iwx iwxw wf x e dw e dw
w w 

 

 
  

0

sin  
2

w dw
w




0

1 sin 2 sin0 1 1w wx dw dw
w w 

 


     

0

sin2 w dw
w


 تابع زوج است



تبديل فوريه مشتق مرتبه اول 
ݔاگر  • ⟶ ݂داشته باشيم  ∞ ݔ ⟶ 0 

:  اثبات• 
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 if ,  0x f x       F f x iwF f x 

݁ି௜௪௫ ݂ᇱ ݔ

െ݅ି݁ݓ௜௪௫ ݂ ݔ

න݂ ݔ ݔ݀

+

-

انتگرال جزء به جزء

cosكراندار است  sinwx i wx

        1 1
2 2

iwx iwx iwxF f x f x e dx f x e iw f x e dx
 

   
 

       
 lim 0f x 

x  
x 

    1
2

iwxiw f x e dx iwF f x


 


 



دوم تبديل فوريه مشتق مرتبه 
ݔاگر •  ⟶ ݂داشته باشيم  ∞ ݔ ⟶ ′݂و  0 ݔ ⟶ 0

مانند قبل اثبات مي شود • 
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     2F f x w F f x  
 
 

0
if ,  

0

f x
x

f x

   
 



تبديل فوريه كسينوسي و سينوسي
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      
0

2 cosc cf w f x wxF dxf x



  

      1
0

2 cosc cc f x f w dF xw wf w


     وسي  تبديل فوريه كسين
معكوس  

 ;  0y f x x   

      
0

2 sins sf w f x wxF dxf x



  

وسيتبديل فوريه كسين

ي تبديل فوريه سينوس

ي تبديل فوريه سينوس
معكوس        1

0

2 sins ss f x f w dF xw wf w


    



ات  تبديل فوريه كسينوسي و سينوسي مشتق
اگر داشته باشيم  

مشتقات   كسينوسيتبديل فوريه  •

مشتقات   سينوسيتبديل فوريه  •
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 
 

0
if ,  

0

f x
x

f x

  
 

       2 0c sF f x wF f x f


  

       2 2 0c cF f x w F f x f


   

     s cF f x wF f x  

       2 2 0s sF f x w F f x wf


   



تبديل فوريه كسينوسي -مثال
݂تابع تبديل فوريه كسينوسي  ݔ ൌ ݁ି௔௫; ܽ ൐ را به دست آوريد 0

:  حل
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  2ax axe a e      2f x a f x 

كسينوسي گرفته شود 

از طرفين تبديل فوريه

          2 2 2 0c c ca F f x F f x w F f x f


    

0
ax

x
ae a


  

       2 2
2 2

22
c ca w F f x a F

w
f x a

a 
  



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Thanks for 
Your Attention

and
Any Question?


