
 

1 
 

 اًتگشال ّای هختلظ

 هشٍسی تش آًچِ خَاّین خَاًذۺ

اًتگشال ّای هختلظ اص خولِ تحث ّایی است وِ دس ًظش داًشدَیاى تسیاس دشَاس تِ شواس هی آیذ ٍ تا هغالؼِ 

هغالؼِ ایي فصل وِ دستِ تٌذی تسیاس هٌظوی داسد، هی تَاًیذ ایي . تا هشاخغ هختلف دچاس سشدسگوی هی شًَذ

دس  ( داسد.۲ایي تحث شثاّت صیادی تِ تحث اًتگشال سٍی خن دس سیاضی ػوَهی ) تحث سا تِ سادگی یاد تگیشیذ.

تش سٍی هفَْم خن تحث  ایي فصل هی خَاّین اًتگشال یه تاتغ هختلظ سا سٍی یه خن هحاسثِ وٌین. پس اتتذا

        استشاتژی ولی حل اًتگشال هختلظ سا تیاى وشدُ ٍ هسائل هتٌَػی سا اص آى تا ّن حلوٌین. دس اداهِ هی 

 دس پایاى فصل واستشد اًتگشال ّای هختلظ سا تشسسی خَاّین وشد. هی وٌین.

 هغالة ایي فصل هغاتك ًوَداس دسختی صیش آهَصش دادُ خَاٌّذ شذۺ

 

 

ظ
ی هختل

 اًتگشال ّا

هسیش اًتگشال گیشی       -۱           
             

        شىل ولی اًتگشال هختلظ -۲
           

واستشد اًتگشال هختلظ                     -۳
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 باز یا بسته بودى هسیر انتگرال گیری:  –قسوت اول 

دس ایي فصل هی خَاّین اًتگشال یه تاتغ هختلظ سا سٍی یه هسیش )خن( هحاسثِ وٌین. یىی اص ٍیژگی ّای 

خن ) هسیش اًتگشال گیشی ( وِ دس سًٍذ حل تسیاس اّویت داسد، تاص یا تستِ تَدى خن است. تشای دسن تْتش ایي 

 وٌیذ.هَضَع تِ دٍ شىل صیش تَخِ 

 

، ًمغِ اًتْای هسیش است ٍ تا تَخِ تِ ایٌىِ ًماط  ، ًمغِ ششٍع هسیش ٍ ًمغِ  ۺ دس ایي شىل ًمغِ  ۱شىل 

 ششٍع ٍ اًتْا یىساى ًیستٌذ، تٌاتشایي ایي هسیش سا یه هسیش تاص هی ًاهین.

هی سسذ، ایي   ششٍع شذُ ٍ پس اص یه دٍس چشخیذى هدذدا تِ ًمغِ   ۺ دس ایي شىل هسیش اص ًمغِ  ۲شىل 

 هسیش سا یه هسیش تستِ هی ًاهین.

دس حالت ولی هی تَاى گفت وِ اگش هسیش اًتگشال گیشی، ول یه تیضی، ول یه دایشُ ٍ ... تاشذ، تا یه هسیش 

تستِ سٍتشٍ ّستین ٍلی اگش تخَاّین تش سٍی لسوتی اص ایي اشىال اًتگشال گیشی وٌین، ػولا هسیش اًتگشال 

 گیشی تاص است.

 شکل کلی انتگرال هختلط روی خن و استراتژی حل آى: –ت دوم قسو

∫ّش اًتگشال هختلظ تِ فشم   ( )  
 

الواى    تاتغ هختلظ صیش اًتگشال ٍ  ( ) هی تاشذ وِ دس آى  

 ّن هسیشی ) خن ( هی تاشذ وِ سٍی آى اًتگشال هی گیشین.  دیفشاًسیل گیشی هی تاشذ. 

∫هحاسثِ اًتگشال هختلظ  تشای  ( )  
 

 ، گام ّای صیش سا تِ تشتیة عی هی وٌینۺ

 . گام اٍل ۺ تشسسی تاص یا تستِ تَدى خن 

 .( ) گام دٍم ۺ تشسسی تحلیلی تَدى تاتغ هختلظ 
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 گام سَم ۺ تا تَخِ تِ ًتایح دٍ گام لثل، سًٍذ حل اًتگشال هختلظ سا اص یىی اص چْاس حالت صیش اًتخاب هی وٌینۺ

 اص تؼشیف استفادُ هی وٌین.   ّن تحلیلی ًثاشذ ( ( ) تاص تاشذ ٍ   ) خن  حالت اول

∫ایي تحث سا تا یه هثال آغاص هی وٌین. فشض وٌیذ وِ حاصل اًتگشال  | |   
۱  

۰
اص شوا     سٍی خظ  

 پشسیذُ شذُ است. تشای پاسخ تِ ایي سَال گام ّای صیش سا عی هی وٌینۺ

 گام اٍل ) تشسسی تاص یا تستِ تَدى خن ( ۺ 

  

 ( ۺ  ( ) گام دٍم ) تشسسی تحلیلی تَدى تاتغ 

 

اص حالت اٍل یؼٌی تؼشیف ّن غیش تحلیلی است،  ( ) تاص ٍ   گام سَم ) اًتخاب سٍش حل ( ۺ اص آًدا وِ خن 

 تثذیل هی وٌینۺ  تِ صَست صیش استفادُ وشدُ ٍ ػولا اًتگشال هختلظ سا تِ یه اًتگشال یگاًِ سادُ تش حسة 

 

 

 سا تشسسی خَاّین وشد. ّای هتٌَػی تْتش شوا اص ایي حالت، توشیي تشای دسن

∫ۺ همذاس اًتگشال  ۱توشیي   ̅   
 

| |ًیوِ سوت ساست دایشُ   سا تِ دست آٍسیذ، دس صَستی وِ   اص  ۲ 

 تاشذ.  ۲  تا   ۲   
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 ، وذام است؟  ۱  تِ  ۰  ، دس عَل خظ ساست ٍاصل اص    (۲      )∫ۺ حاصل  ۲توشیي 

 ( ۹۵سشاسشی  –) تشق 

۱ )۱ 
 

۲
 

۲ )
۱

۳
(۱  ) 

۳ )
۱

۳
(  ۱) 

۴ )۱ 
 

۲
 

 

 تِ ساحتی اًتگشال هی گیشین.  تحلیلی تاشذ (  ( ) تاص تاشذ ٍ   ) خن  حالت دوم

تحلیلی تَد، تشای حل اًتگشال هختلظ هشاحل صیش  ( ) تاص ٍ تاتغ   اگش دس سًٍذ حل تِ حالتی سسیذین وِ خن 

 سا عی هی وٌینۺ

گام اٍل ۺ ایي اًتگشال تِ هسیش تستگی ًذاشتِ ٍ تشای هحاسثِ آى هاًٌذ تَاتغ حمیمی اًتگشال سا هحاسثِ هی 

 وٌین.

 ، حذٍد اًتگشال سا تِ صَست صیش دس آى خایگزاسی هی وٌینۺ( ) ۺ تؼذ اص هحاسثِ تاتغ اٍلیِ گام دٍم 

∫  ( )     ( ۲)   ( ۱)
 ۲

 ۱

 

∫ۺ حاصل اًتگشال  ۳توشیي    ۲    
 

هی تاشذ سا   ۳  ۲تا     ۱خظ ٍاصل تیي ًماط   وِ دس آى  

 ( ۷۹سشاسشی  –تِ دست آٍسیذ؟                                                                                  ) تشق 
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 اص لضیِ هاًذُ ّا استفادُ هی وٌین.  تحلیلی ًثاشذ (  ( ) تستِ تَدُ ٍ   ) خن  حالت سوم

تحلیلی ًثاشذ ٍ ّوچٌیي ًماط تىیي اص  ( ) تستِ تاشذ ٍ تاتغ   اگش دس سًٍذ حل تِ حالتی سسیذین وِ خن 

 ًَع تٌْا تاشٌذ، تشای هحاسثِ حاصل اًتگشال اص لضیِ هاًذُ ّا تِ صَست صیش استفادُ هی وٌینۺ

 سا تِ دست هی آٍسین. ( ) گام اٍل ۺ اتتذا ًماط تىیي 

لشاس داسًذ سا هشخص هی   وِ دس داخل خن  گام دٍم ۺ اص تیي ًماعی وِ دس گام اٍل تِ دست آهذُ اًذ، آًْایی

 وٌین.

 گام سَم ۺ هاًذُ سا تشای ًماط تِ دست آهذُ دس گام دٍم هحاسثِ هی وٌین.

ضشب هی وٌین. ػذد تِ دست    ۲هاًذُ ّای هحاسثِ شذُ دس گام سَم سا تا ّن خوغ وشدُ ٍ دس گام چْاسم ۺ 

 آهذُ ّواى حاصل اًتگشال است.

 اًتگشال ّای هختلظ تِ لضیِ هاًذُ ّا هشَْس تَدُ ٍ تِ صَست صیش استۺ سٍش فَق دس هحاسثِ

∮  ( )    ۲   (                                                                                                              )
 

 

اص ایي لسوت هی تاشذ ٍ تشای حل آى دلت داشتِ تاشیذ وِ اوثش سَالات وٌىَس واسشٌاسی اسشذ ایي فصل 

 تسلظ تِ هفاّین فصل لثل ضشٍسی است. 

 حاصل اًتگشال صفش است.  تحلیلی تاشذ (  ( ) تستِ تَدُ ٍ   ) خن  حالت چهارم
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∫اگش دس سًٍذ حل   ( )  
 

ّن تستِ تاشذ آًگاُ حاصل ایي اًتگشال تشاتش   تحلیلی تَدُ ٍ خن  ( ) ، تاتغ 

 صفش است.

 اداهِ توشیي ّای هتٌَػی سا حل ٍ تشسسی خَاّین وشد.دس 

∮ۺ حاصل  ۴توشیي 
  

 ( ۲ ۴)| | ۱
 دس خْت هثلثاتی وذام است؟ 

۱ ) 
  

۲
                                                   ۲ )   

۳ )
  

۲
 ( صفش ۴                                                       

∮ۺ حاصل اًتگشال  ۵توشیي      
۱

  ۲
   

 
| |دایشُ   وِ دس آى   دس خْت هثثت هی تاشذ، وذام  ۳ 

 است؟

۱ ) ۲   

۲ )۲   

۳ ) ۴   

۴ )۴   

∮حاصل اًتگشال ۺ  ۶توشیي   ۲  
۱
| |حَل دایشُ  ۱    ٍ دس خْت هثلثاتی وذام است؟ ۲ 

 ( ۹۴ٍ هىاًیه  ۸۸ –تشق ) 

۱ )
  

۳
 

۲ )
۷  

۳
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۳ )
۱۳  

۳
 

۴ )۴   

حاصل ۺ  ۷توشیي 
۱

۲  
∮  (  

۱
 
)

 ( ۹۵ –) هىاًیه                                                 وذام است؟،  ۱ | |

۱ )∑
۱

 
 
  ۱ 

۲ )∑
۱

  
 
  ۱ 

۳ )∑
۱

  (  ۱) 
 
  ۱ 

۴ )۱ 

| |هشص )هٌحٌی( دایشُ   اگش ۺ  ۸توشیي  پیوَدُ شذُ دس خْت هثلثاتی تاشذ، آًگاُ همذاس  ۲ 

 ∮
     

 ۲( ۲ 
 ۲

۴
)
  

 
 ( ۹۰ –وذام است؟                                                                         ) هىاًیه  

۱ ) ۴   

 ( صفش۲

۳ )۴   

۴ )۲   
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 کاربرد انتگراهای هختلط –قسوت سوم 

وِ تِ سٍش ّای هؼوَل  ،ّای حمیمی استیىی اص واستشدّای اًتگشال ّای هختلظ، هحاسثِ تؼضی اص اًتگشال 

 ایي اًتگشال ّا سا دس ایي لسوت تشسسی خَاّین وشدۺ وِ تا تِ حال خَاًذُ این لاتل هحاسثِ ًیستٌذ.

 حالت اول( 

∫  اگش اًتگشالی تِ فشم   (         )   
۲ 

۰
تغییش هی وٌذ،   ۲اص صفش تا   ایي ٍالؼیت وِ  تاشذ، 

تِ هشوض هثذا   ٍالغ تش دایشُ ٍاحذ   سا تِ ػٌَاى صاٍیِ ًمغِ   ایي ایذُ سا دس رّي تذاػی هی وٌذ وِ هی تَاى 

۰                تٌاتشایي تا دس ًظش گشفتي دس ًظش گشفت.   ، خَاّین داشتۺ ۲   

 

∫دس ایي صَست اًتگشال   (         )   
۲ 

۰
 تشاتش خَاّذ شذ تاۺ 

 

 اًتگشال فَق سا هی تَاًین تا استفادُ اص لضیِ هاًذُ ّا حل وٌین.

 تشای دسن تْتش شوا  اص ایي حالت، توشیي صیش سا حل خَاّین وشدۺ

∫ۺ حاصل اًتگشال  ۹ توشیي
  

۲     

۲ 
 سا تیاتیذ. ۰

 

 

 

 



 

9 
 

 حالت دوم(

∫  اگش اًتگشالی تِ فشم 
 ( )

 ( )
   

  

  
ٍاحذ اص دسخِ صَست تاشذ ) ششط  ۱ٍ دسخِ هخشج تیشتش اص تاشذ،  

 ّوگشایی (، حاصل اًتگشال سا تِ صَست صیش هحاسثِ هی وٌینۺ

  ∫
 ( )

 ( )
   

  

  

 ۲   (                                                                                                     ) 

 ن تْتش شوا، توشیي ّای صیش سا تشسسی خَاّین وشدۺتشای دس

∫ۺ حاصل اًتگشال  ۱۰ توشیي
۱

 ۲ ۱
   

  

  
 سا هحاسثِ وٌیذ. 

 

 

 

∫ۺ حاصل  ۱۱ توشیي
۱

( ۲ ۱)۲
   

  

۰
 وذام است؟ 

۱ )
 

۲
 

۲ )
 

۴
 

۳ )π 

۴ )
 

۸
 

 

 



 

11 
 

 حالت سوم(

∫  دس هحاسثِ اًتگشال ّایی تِ فشم 
 ( )

 ( )
       

  

  
شج حذالل یه ٍاحذ اص دسخِ وِ دس آى دسخِ هخ 

 صَست تیشتش تاشذ، اص ساتغِ صیش استفادُ هی وٌینۺ

  ∫
 ( )

 ( )
       

  

  

 ۲   (                                                                                             ) 

    (                                                                                             ) 

 داسینۺ                  اص عشفی تا استفادُ اص ساتغِ اٍیلش 

∫
 ( )

 ( )
           ( )

  

  

 

∫
 ( )

 ( )
           ( )

  

  

 

∫ۺ حاصل  ۱۲ توشیي
    

  ( ۲ ۱)
  

  

  
 ( ۸۱ –) تشق                                                         وذام است؟ 

 ( صفش۱

۲ ) 
 

 
 

۳ )π(۱ 
۱

 
) 

۴ )π(۲ 
۱

 
) 

∫ۺ همذاس اًتگشال  ۱۳ توشیي
     

 ۲  ۲   
  

۰
 ( ۷۹ –) هىاًیه                                تشاتش است تاۺ              

۱ )
 

۶ 
               ۲) 

 

۴ 
                  ۳ )

 

۹ 
                ۴ )

 

۲ 
      


