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  )۱(حسابان 
  

                                                                           حد و پيوستگي تابع  :مبحث

 ١٤٠  1058 708 1909 

پورقاسم :استاد

      
  

  

xfy)( ي مانند ابعدر مورد ت  در اين بخش،      ـ مِيل داده و تاثير آن را     به يک عدد  را   xمتغير  ،  =  xf)(ر رفتـار مقـادير   ب
  : هايي ببينيم را با نمونهمفهوم ميل کردن. بررسي خواهيم کرد

  

  : ر را در نظر بگيريد زيي عدديرشته) الف :مثال✨

…,,,, 5
1

4
1

3
1

2
1  

 در حـال  0ي ايـن عـددها تـا    فاصله: يعني. تر شدن بوده و به صفر گرايش دارندرفته در حال کوچک   رفته عددهابينيد که   مي
  :  کمتر شدن است

  
  

  : گوئيمبه همين دليل 
2عددهای 

1 ،3
1 ،4

1 ،5
  .کنندبه عدد صفر میل می. . . .  و 1

  : کنند ميل مي1عددهاي زير نيز به عدد ) ب
…,/,/,/,/ 00011001101111  

  

  
  : حل بعدي، تعداد اضلاع را زياد کنيمهاي منتظم را جا داده و در مراهرگاه داخل يک دايره، چند ضلعي :مثال✨

  
  
  
  

اگر بـه   . شود با دايره کم مي    کرده و اختلاف محيط و مساحت آن      رفته چند ضلعي به دايره شباهت بيشتري پيدا         رفتهبينيد که   مي
  : ها ادامه دهيمزياد کردن تعداد ضلع

  .کنندل می محیط و مساحت دایره میها، بهمقادیر محیط و مساحت چند ضلعی
  

  
  :  ميل کردن به يک عدد در دو حالتتربيان دقيق

  

  
  
  
  

  

 :ميل کردن از سمت چپ

 : مانند. دد نزديک شونديک ع به ترکوچک با مقادير xممکن است عددهاي 

199909909050 ⎯→⎯/,/,/,/ 

  . 1x→−: نويسيمکند و مي ميل مي1 از سمت چپ به xگوئيم 
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   به صورت مشابه؛
   :ميل از سمت راست

 : مانند.  نزديک شوندي به عددتربزرگ با مقادير xممکن است عددهاي 

200120121252 ⎯→⎯/,/,/,/ 

  . 2x→+: نويسيمکند و مي ميل مي2 از سمت راست به xگوئيم 
  

  :  و بررسي رفتار تابع نقش تعيين کننده داردx کردنمفهوم همسايگي، در ميل 
  
  
  
  
  
  
  
  

  : توجه کنيد
  . شودي باز همسايگي تمام نقاط خود محسوب ميبازههر طبق تعريف، 

  

),(ي بازه :مثال✨ 2
  :  را در نظر بگيريد−31

   است؟ 3 و 2 اين بازه همسايگي کدام يک از عددهاي )الف

  
  . ها بنويسيدي باقي مانده را بر حسب بازهمجموعه. ي وسط اين بازه را حساب کرده و آن را از بازه حذف کنيد نقطه)ب
  
  

  : توجه کنيد
4با حذف عدد ؛ در مثال قبل

4توان از چپ و راست به عدد ي باقي مانده مي از بازه، همچنان در مجموعه1
  :  نزديک شد1

  
  

  

 
  4031 خرداد نهايي؛

),(ي اگر بازه 71−x باشد، حدود 2 همسايگي عدد xاست. . . . . . . . . ي  بازه. .   
   :جواب

  

  : همسايگي نقاط
),( بازي بازه ba0ي  را در نظر گرفته و نقطهx را در آن اختيار کنيد؛ يعني bxa << 0 :  

  
  

   .  نزديک شد0x  عدد اين بازه، از چپ و راست بهنقاطتوان با بينيد که ميمي
  

  . گويند0xي  نقطههمسايگيي فوق را يک بازه

D D0x b a 
 

D D
2
3

4
11−

 



  

  )۱(حسابان 
  

                                                                           حد و پيوستگي تابع  :مبحث
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   :همسايگي محذوف
بـه ايـن   . توان از چپ و راست بـه آن نقطـه نزديـک شـد    هرگاه مانند مثال قبل، يک نقطه را از همسايگي حذف کنيم، باز هم مي  

  : ي ديگرنمونه. گوئيمبراي آن نقطه  »فوهمسايگي محذ« ي جديد، يکمجموعه
),(}{ي مجموعه 121 10ي  يک همسايگي محذوف نقطه−− =xاست  :  

  
  : گاهي فقط همسايگي يک سمت نقطه مورد نظر است

  
  
  
  
  
  
  
  

  

  : وجه کنيدت
  : توان به صورت زير بيان کردرا مي) rبه شعاع (هاي يک طرفه  عددي مثبت باشد، همسايگيrاگر 

),(        :a چپ همسايگي ara ),(        :a  راستهمسايگي                    − raa +  
  
  
  

  
21ي مجموعه جواب نامعادله :مثال✨

2 >− || x را A موارد زير پاسخ دهيدبه  گرفته و :  
   است؟ 2ي  همسايگي راست نقطهAآيا ) الف

  
  
  اي است؟  همسايگي محذوف چه نقطهA) ب

  
  .  است، ولي همسايگي اين نقطه نيست. . . . . . ي قطه همسايگي راست نA) پ

  :طرفههمسايگي يک
),(ي به بازه baنگاه کنيد  :  

  

 .  به آن نزديک شويمa از بيشترتوانيم با عددهاي در اين بازه، فقط مي :همسايگي راست •
 ).شود محسوب ميaي اين بازه يک همسايگي راست نقطه(

 .  به آن نزديک شويمbتوانيم با عددهاي کمتر از در اين بازه، فقط مي :همسايگي چپ •

 ).شود محسوب ميbي اين بازه يک همسايگي چپ نقطه(

D D
b a 

D D1− 1 2 

ra + ara −

همسايگي چپ همسايگي راست
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 ١٤٣  1058 708 1909 

پورقاسم :استاد

R 

a

  .کنيمکند را بررسي مي به عددي ميل ميx هنگامي که ،در ادامه، رفتار مقادير يک تابع
  

 تابع   تغييرات مقادير  :مثال✨




>
≤−

=
22
25

xx
xx

xg کننـد را در هـر حالـت زيـر           ميل مـي   2 به   x را وقتي مقادير     )(

  : بررسي کنيد
  .  به آن ميل کند2 با مقادير کمتر از x )الف

  
  
  
  
  .  به آن ميل کند2 با مقادير بيشتر از x )ب

  
  
  
  

  : کنيمي تابع را دقيقاً بيان ميدهاي يک طرفهاکنون مفاهيم ح
  
  
  
  
  

  : نويسيمدر اين صورت مي
  

 Rxf
ax

=
+→

)(lim 

ƽشرط ضرور:   
  .  تعريف شده و داراي مقدار باشدa حد راست، لازم است تابع در يک همسايگي راست نقطه  و وجودبراي بررسي

  
مقادير زيـر را  .  در شکل مقابل داده شده است fنمودار تابع    :مثال✨

  : مشخص کنيد
)( 1−f     و     )(lim xf

x +−→ 1
lim)(    و     xf

x +→2
  

  :حد راست
  :  هرگاه، استR برابر عدد aي  در نقطهf حد راست تابع

 .  نزديک شوندRبه اندازه دلخواه به  xf)(، مقادير نزديک کنيم a را به اندازه کافي به xوقتي 

2-  

 

1- 

1 
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1 

2- 

2- 

1 
2 

 

   : دشومفهوم حد از سمت چپ به صورت کاملاً مشابه بيان مي
  
  
  
  
  

  : نويسيمدر اين صورت مي
  

 Lxf
ax

=
−→

)(lim 

   :مشابه حد راست
  .  تعريف شده و داراي مقدار باشدa حد چپ، لازم است تابع در يک همسايگي چپ نقطه  و وجودبررسيامکان براي 

  

         . حساب کنيدمقادير زير را، روشکل روبه  درf تابع با توجه به نمودار :مثال✨
lim)(lim)()() الف 1

12
fxfxf

xx
−+

+− →−→
  

  
  
lim)() ب xf

x −→1
  

  
  

  )مهم( :تذکر
  : که در دو تعريف بالا آورده شده استچنان

  : حد راستدر  •
  . شوند به آن نزديک ميa با عددهاي کمي بيشتر از xمقادير 

  : چپحد در  •
  . شوند به آن نزديک ميa با عددهاي کمي کمتر از xمقادير 

  براي نمونه؛
→+اگر  )(2

πx بايد فهميد که x در ربع دوم دايره مثلثاتي بوده و در حالت −→ )(2
πx مقدار ،xدر ربع اول قرار دارد  .  

  

  
  
  
  
  

  :حد چپ
  :  هرگاه، استL برابر عدد aي  در نقطهf حد چپ تابع

 .  نزديک شوندLي دلخواه به به اندازه xf)( به آن ميل کند، مقادير a با مقادير کمتر از xوقتي 

  :تابــعحد 
  :  است کهb فقط وقتي برابر عددي چون aي  در يک نقطهfحد تابع 

  

  . باشندbهر دوی حدهای چپ و راست در این نقطه موجود و برابر عدد 
 

L 

a 
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پورقاسم :استاد

   :يعني
  .  نزديک شوندbي دلخواه به  به اندازهxf)( نزديک کنيم، مقادير aي کافي از دو طرف به  را به اندازهxوقتي 

  : در نمودار ببينيد
  
  

bxf
ax

=
→

)(lim  

   :توجه کنيد
lim)(امکان بررسي و وجود     براي   xf

ax→
) aيعنـي هـم راسـت و هـم چـپ             (aلازم است تابع در يک همسايگي محـذوف          ،

  . تعريف شده و داراي مقدار باشد
  

  . بررسي کنيدx=0 ) ب وx=−1) الفتوسط آن حد تابع را در نقاط نمودار تابع زير را رسم کرده و  :مثال✨





−>−
−≤+

=
11
12

2 xx
xx

xh )(  

  
  
  
  
  
  
  
  
=−1وجود حد تابع  :مثال✨ xxf   . بررسي کنيدx=1ي  را توسط تعريف و رسم نمودار در نقطه)(

  
  
  
  

22تابع   :مثال✨ xxxg سپس تعيين کنيد رفتار مقادير اين تـابع در  . ي آن را مشخص کنيد را در نظر گرفته و دامنه    )(=−
   قابل بررسي است؟ a=2 و a=1 و a=0کدام سمت نقاط 

  
  
  
  

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس

b 

a 
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  )مهم( :توجه کنيد
   .کنيم، دو مورد را تأکيد مي شدهجا گفتهچه تا اينطبق آن

   : حد تابع دو حالت داردنداشتنوجود  )۱
=−1تابع : مانند. (هرگاه يکي از حدهاي چپ و راست يا هر دو موجود نباشند  xy1ي  نقطه در=x( 

  )مانند چند مثال بعد. (حدهاي چپ و راست موجود بوده، ولي نابرابر باشند 
axوقتي حد تابع در  )۲   .ندارد تاثيري در وجود يا مقدار حد تابع af)(وجود داشتن يا نداشتن شود،  بررسي مي=

  
 1402نهايي؛ خرداد 

نمودار تابع 




<−
>+−

=
12
11

2 xx
xx

xf   .  بررسي کنيدx=1ي  را رسم کرده و با استفاده از آن، حد تابع را در نقطه)(

  
  
  
  

xنمودار تابع  :مثال✨
xxf ||)( lim)( را رسم کرده و = xf

x 0→
  . د را بررسي کني

  
  
  
  
  
  
  
)(][نمودار تابع  :مثال✨ xxf ],(ي  را در بازه= lim)( رسم کرده و −31 xf

x 2→
  .  را بررسي کنيد

  
  
  
  
  
  
  

   . ن را به ذهن بسپاريدرده و آ توجه ک و مهم ويژهحدبه يک در پايان اين بخش، 
  

xرفتار تابع  :مثال✨
xxf sin)(   . کنيم بررسي ميx→0 را هنگامي که =

 .  تعريف نشده و نمودار نداردx=0 تابع در :اولاً

 خـپاس

 خـپاس

 خـپاس
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  : زير خواهد بودبه صورت ) استفاده از ماشين حساب مهندسي( مقادير  با تشکيل جدولx≠0براي  نمودار تقريبي تابع :ثانياً
  
  
  

0 بينيد که مي همدر نمودار
00 =)(fولي.  تعريف نشده است :  

  

1
0

=
→ x

x
x

sinlim  
  

 ---✨---  
  

  .)تر خواهیم دیدکاربردهای گوناگون و مهمی از مثال قبل را کمی پیش(
  
  
  
  

),(ي اگر بازه - ١ 321 mm   .  را مشخص کنيدm باشد، مجموعه مقادير −1ي  يک همسايگي نقطه−+−
  

   که نمودار آن داده شده، کدام مورد درست و کدام نادرست است؟ fبراي تابع  - ۲
2 )الف

1
=

→
)(lim xf

x
21)                       ب     =)(f    

12) پ =)(f0)                                     ت
2

=
+−→

)(lim xf
x

   

2) ث
1

=
−→

)(lim xf
x

1)                           ج
0

=
→

)(lim xf
x

    
lim)() چ xf

x 2→
lim)() ح.                  ارد وجود ند xf

x 1−→
  . وجود ندارد

lim)(رو داده شده؛ حاصل  به صورت روبهgنمودار تابع  - ۳ xg
x 1→

  .  را بررسي کنيد
  

  
  

 

ي  در تابع با ضابطه  - ٤




−=−
−≠+

=
21
23

x
xx

xf
||

)( :  

)( مقدار )الف 2−f چقدر است؟   
lim)( نمودار تابع را رسم کنيد و توسط آن حاصل )ب xf

x 2→
lim)(و   xf

x 2−→
  . را بيابيد 

 

1ي در تابع با ضابطه  - ٥
1

−
−= x

xxf ||)( :  
  . اي بنويسيد تابع را به صورت دو ضابطه)الف
    چقدر است؟1f)(مقدار ) ب

π2° 
π− π3π π2− 

1

1 

  

1- 

•

  
2 
1 

1- 

•

2 

 )۱ (پاسخ دهيد
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lim)(نمودار تابع را رسم کنيد و توسط آن حاصل  )پ xf
x 1→

  .را بررسي کنيد 
  

xxgي تابع با توجه به دامنه - ٦ −= lim)(، در مورد )(1 xg
x 1→

  توان گفت؟  چه مي
 

  :منتخب کتاب

ي  با ضابطهg تابع - ۱




∉
∈−

=
Zx
Zx

xg
2
1

  ) اعداد صحیحZ(:  را در نظر بگيريد)(

],[ي  را در فاصلهgنمودار تابع ) الف   .  رسم کنيد−24
  : دست آوريدبا استفاده از نمودار، حدهاي زير را به) ب

)(lim xg
x 2→

lim)(     و      xg
x 1→

  
  

xي  با ضابطهg تابع - ۲
xxf
  :  را در نظر بگيريد)(=−21

  . دست آوريدي اين تابع را بهدامنه) الف
  ي تابع شامل همسايگي محذوف کدام نقطه است؟ دامنه) ب
   تعريف شده است؟/90آيا اين تابع در همسايگي ) پ
   تعريف شده است؟ در همسايگي راست اين نقطه چطور؟ x=1ع در همسايگي چپ آيا تاب) ت

  

  : حدها را در صورت وجود حساب کنيد.  به صورت زير استfنمودار تابع  - ٣
)(lim xf

x 0→
  الف( 

)(lim xf
x 2→

  ب( 
)(lim xf

x 5→
  پ( 

)(lim xf
x −→6

  ت( 
)(lim xf

x +−→ 2
  ث( 

)(lim xf
x 8→

  ج( 
)(lim xf

x 9→
  چ( 

  

=−2ي تابع، در مورد حد راست تابع با توجه به دامنه - ۴ ][)( x
xxf2ي  در نقطه=xتوان گفت؟  چه مي  
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پورقاسم :استاد

  
  

  

 يعني بـدون جـدول مقـادير يـا       -ها  ي آن ضابطهبا استفاده از      فقط  حد توابع  يمحاسبه) قضاياي(هاي  روشبخش،  اين  در  
   .ندهستبراي حدهاي يک طرفه نيز صحيح ها روشاين . شوند بيان و بررسي مي-نمودار 

  :تذکر مهم
axهنگام بررسي رفتار تابع و تعيين حد آن در         aنقاط و مقادير تابع در يک همسايگي هر چند کوچک در دو طرف ، فقط =

axِ  و همچنین خودaنقاط دور از (. مهم بوده و مبناي محاسبه هستند   !)گیریم را در نظر نمی=
  

  

  :تابع ثابت 

kxf اگر   : داريمaي  در هر نقطهباشد، آنگاه) عدد k(  تابع ثابت)(=
  

kkxf
axax

==
→→

lim)(lim  
  . اي همان عدد است حد عدد در هر نقطه:گوئيماصطلاحاً 

   نمونه؛راي ب
33

2
=

→x
lim      11      و

2
−=−

−→x
lim  

  

xي بطهتابع با ضا )از کتاب( :مثال✨
xxf ||)(   ي صفر حد دارد؟ چرا؟آيا اين تابع در نقطه.  را در نظر بگيريد=

  
  
  
  
  
  

   :ويژه کاربرد
)(][  تابع جزء صحيححد  xxf    :a در نقطه =

  ) عدد غیرصحیحa( :١حالت 
lim][براي نمونه، در محاسبه حد  x

x 2
1→

  ، در نقاط نزديک و چپ و 

2راست 
1=x مقدار ،][x0:  ثابت صفر است و بنابراين

2
1

=
→

][lim x
x

0: همچنين. 
990

=
→

][lim
/

x
x

   )چرا؟(. 

  ) عدد صحیحa( :٢حالت 
lim][براي نمونه، در محاسبه حد       x

x 2→
، x=2 و در سمت چـپ  x][=2، مقدار ثابت x=2سمت راست ) نزديک(، در نقاط   

  : بنابراين.  را داريمx][=1مقدار ثابت 
 2

2
=

+→
][lim x

x
1     و     

2
=

−→
][lim x

x
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lim][که بويژه اين x
x 2→

  .  وجود ندارد
  : بيان کلي

2چه در نقاط آن
1=x 2 و=x براي تابع ][)( xxf   :  ديديم، به صورت مشابه در کل برقرار است=

    :حيحغير ص يهنقطهر ر د 
∉a ]   ][][lim ax

ax
=→

→
 

    :صحيح يهنقطهر ر د 
∈a ]   1−==→

−+ →→
axax

axax
][lim,][lim  

xy][تابع  :نتيجه =:  
  

  .حد چپ و راست داشته، اما حد نداردفقط  صحیح نقاط  حد دارد، ولی درغیر صحیحی هر نقطهدر 
  

  : هاي ديگرنمونه
22

3

2
3

−=−=
−→

][][lim x
x

12      و   
2

==
→

][][lim x
x

  

lim][   .وجود ندارد x
x 2−→

    )2
2

−=
+−→

][lim x
x

3    و    
2

−=
−−→

][lim x
x

(  
  

xابع مقدار حد راست ت )از کتاب( :مثال✨
xxf ][)(   . دست آوريدي صفر به را در نقطه=

  
  
  
  

  

  :تابع هماني 

ax : داريمaي در هر نقطه
ax

=
→

lim .نمونه؛راي ب   
4

4
=

→
x

x
lim      1      و

1
−=

−→
x

x
lim  

  
  

  :حد جبر توابع 

Lxf :دفرض كني
ax

=
→

)(limو  Mxg
ax

=
→

)(lim .آنگاه:  
) )الف ) MLxgxf

ax
±=±

→
)()(lim.       

MLxgxf )ب
ax

=
→

)()(lim .   

M )پ
L

xg
xf

ax
=

→ )(
)(limباشدن حد مخرج صفر كه به شرط آن؛ البته.) 0≠M( 
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  .  دارددر خود  احکام فوقاز مفيدي  و نتايجمثال بعد توضيحات
  

Lxfفرض کنيد    )از کتـاب( :مثال✨
ax

=
→

)(lim    موجود و c    با استفاده از موارد قبل توضـيح دهيـد چـرا       .  يک عدد دلخواه است
  :هاي زير درست هستندتساوي

cLxcf) الف
ax

=
→

)(lim                               
  
22) ب Lxf

ax
=

→
)(lim                   

  
Lxf) پ

ax
−=−

→
)(lim                              

  
Lxfax) ت

11 =
→ )(lim 0 با شرط≠L.  

  
  : بويژه
nn: داريم) ث

ax
Lxf =

→
)(limو در حالت خاص  :nn

ax
ax =

→
lim .  

  
  

   :توجه کنيد
  با توجه به مثال قبل؛

x ي مانند داگر بخواهيم ح  
x

3
2−→

lim      2 را حساب کنيم، چون
2

−=
−→

x
x
lim          623 است، مقدار حـد مـورد نظـر −=− .  اسـت )(

3همچنين مقدار حد 
2

x
x −→
lim 82 برابر 3 −=−   .  خواهد شد)(

  

32مقادير  :مثال✨
22

−
→

x
x

lim 3 و
3

2x
x

−
−→

limرا حساب کنيد  .  

  
  
  
  
  

  :، در کل داريم قبليچند نمونهبا توجه به 
  

  :اƽچند جملهتابع  

  :آيددست ميه بx  به جاينقطه  وجود دارد و با جايگذاريايدر هر نقطهحد اين توابع 
 

lkxbxaxlkxbxax nnnn
xx
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   نمونه؛راي ب
14322323 22

2
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→
)(lim x

x
  

 

حاصل  :مثال✨
3

3
3

2

2 +
−

−→ x
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x
limرا حساب کنيد  .  

  
  
  
  

xحاصل )  الف)از کتاب( :مثال✨
xx

x −
−

→ 1
2
1

][limرا حساب کنيد  .  

  
  
lim)(مقدار .  استfرو نمودار تابع شکل روبه) ب xxf

x 2→
 .  را بيابيد

  
  
  

ابع  در ت :مثال✨



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=
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xax
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xf lim)(طوري تعيين کنيد که  را aمقدار  ،)( xf
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  . باشد موجود 

  
  
  
  
  

  :راديکاليتابع حد  
  

Lxf اگر
ax

=
→

)(limشود حد محاسبه مي،با توجه به فرجه ،ار گيرد باشد، وقتي تابع زير راديکال قر:  

nn                                 : رودزير راديکال ميهم  Lحد  فرد باشد، nاگر  
ax

Lxf =
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)(lim  

   ؛نمونهراي ب
281 33
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x
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nn                                            :  باشدمثبت L عدد اشد و ب زوجnاگر  
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xليو
x

−
→

1
2

lim 2در نزديک ، چون وجود ندارد=x  استزير راديکال منفي.  
  

  )مهم( :خاصحالت 
  .  تا حد موجود باشدمنفي نباشندبايد مقادير زير راديکال  صفر شود، ، حد زير راديکال زوجيفرجهحالت  دراگر 
  : هانمونه

• x
x

−
−→

2
2

limرا ببينيد  : 

+بوده و در نتيجه  ترکوچک 2 کمي از x، مقدار 2x→−وقتي 
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x

x
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==− +

→ −
x
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• x
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−
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− و در نتيجه     تر بوده بزرگ 2 کمي از    x، مقدار   2x→+وقتي  
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02

2
x

x
lim . پسx−2   تعريف نشده اسـت و 

−

→
=−

+
02

2
x

x
limوجود ندارد .  

  

2مقدار  )از کتاب( :مثال✨
2

2 +
−

+→ ][lim x
x

x
  .  را بيابيد

  
  
  
  

xحاصل  :مثال✨
x

5121
3

−+
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lim را حساب کنيد .  

  
  
  
  

  :رمطلققدتابع حد  
  

||طبق نمودار  xy lim||||شود که همواره ، به آساني ديده مي= ax
ax

=
→

  : در کل.  است

Lxf اگر
ax

=
→

)(lim،آنگاه همواره  |||)(|lim Lxf
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  نمونه؛راي ب. 

224242
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  .  داراي حد باشدx=−1يد که تابع زير در  را طوري بيابbمقدار  :مثال✨
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  :مثلثاتيابع وتحد  

xyبا توجه به نمودار تابع  sin=ي دلخواه ، در هر نقطهa ،  
  :دآيدست ميهحد با جايگذاري ب

  
ax

ax
sinsinlim =

→
  

  

  :  داريمaي به صورت کاملاً مشابه، در هر نقطه
  

ax
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coscoslim =
→

  
   نمونه؛راي ب
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66363
6

ππππππ
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→

sin)(sin)(lim xx
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xحاصل حد  :مثال✨
x

x sin
coslim −

→

1

3
4π

  .  را حساب کنيد

  
  
  
  
  

xxyصل حد تابع حا :مثال✨ cossin  هنگامي که =−
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→ 4
πx را بيابيد .  
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